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Sporocilo iz prihodnosti
Imamo dvoboj dveh igralcev. Vsaka partija se vedno kon¢a z zmago enega od njiju.

Poznamo:

e kon¢ni rezultat: (a, b)
® trenutni rezultat: (z,y),

kiervela0 <z <ain0 <y <hb.
Zanima nas, ali lahko enoli¢no dolo¢imo zmagovalca naslednje partije.
Od trenutnega do kon¢nega rezultata manjka Se:

® Antoinu: (A = a — x) zmag,
® Evgeniju: (B = b — y) zmag.

Skupno Stevilo preostalih partij je:
A+ B
Vsaka naslednja partija poveca bodisi « bodisi y za 1.
Imamo Stiri moZnosti:
1. Nive¢ nobene partije Ce je A = 0 in B = 0, potem je trenutni rezultat Ze konéni. Naslednje partije ne bo.
2. Odgovor: 0.
3. Antoine ne sme ve¢ zmagati Ce je A = 0in B > 0, pomeni:
4. Antoine je Ze dosegel vse svoje zmage,
5. vse preostale partije mora dobiti Evgenij.
Zato mora naslednjo partijo nujno zmagati Evgenij.
® QOdgovor: 2.
¢ Evgenij ne sme ve¢ zmagati Ce je B = 0in A > 0, analogno:
® vse preostale partije mora dobiti Antoine.
Zato mora naslednjo partijo nujno zmagati Antoine.
® QOdgovor: 1.
® Oba %e lahko zmagujeta Ce je A > 0 in B > 0, potem obstajata vsaj dve mozni nadaljevanii:
® v enem zmaga naslednjo partijo Antoine,
® vdrugem zmaga naslednjo partijo Evgenij,
in v obeh primerih je e vedno mogoce doseti konéni rezultat (a, b).
Zato naslednje partije ne moremo enoli¢no doloditi.

® QOdgovor: -1.



Povzetek v obliki pogojev
Naj bo:
A=a—-—2z, B=b—y
Tedaj:
e A=0inB =0-izpisi 0,
e A=0in B > 0-izpisi 2,

teB=0inA > 0-izpisil,
sicer - izpiSi —1.

Zakaj to deluje?
Gre za zelo preprost problem dosegljivosti:

Konc¢ni rezultat zahteva natanko (A) zmag Antoina in (B) zmag Evgenija.

Ce eden od igralcev nima ve¢ “prostora” za zmage, potem mora vsako naslednjo partijo zmagati drugi.
Ce imata oba $e prostor, je izbira odprta in enoli¢nosti ni.

Ce prostora nima nihée, je dvoboj Ze konéan.

éasovna zahtevnost



Beg pred paparaci

¢ navzdol: (i,7) — (i + 1,7),
e desno: (i,7) — (4,5 + 1).

ReSitve po podnalogah

1. podnaloga: N = 2
MreZa ima le dve vrstici. To pomeni, da se moramo natanko enkrat premakniti navzdol, vsi ostali premiki so v desno.

Naj bo M S3tevilo stolpcev. Oznacimo z d; ceno poti, ¢e se navzdol premaknemo v stolpcu i:

(1,1) = (1,2) = --- = (1,4) = (2,4) = (2,i + 1) = -+ = (2, M)

i M
di= aij+ ) a
j=1 j=i

Niz d; lahko izra¢unamo s:

® prefiksnimi vsotami v prvi vrstici,
e sufiksnimi vsotami v drugi vrstici.

Ce je zaprto polje:

(1,4): navzdol se moramo premakniti pred stolpcem 3, zato je odgovor min(dy, . .. ,d;—1),

[ ]
® (2,1): navzdol se moramo premakniti po stolpcu %, zato je odgovor min(di1, . . ., dum).

Casovna zahtevnost:

O(M +Q)
pomnilniska:
O(M)
2. podnaloga: Q < 100,; N, M <7
Uporabimo brute force.
Vsaka pot ima:
N+M-2
korakov, od tega
N -1
premikov navzdol. Skupno Stevilo poti je:
<N + M — 2>
N -1

Za vsak scenarij:

® generiramo vse poti,



® zavrzemo tiste, ki gredo Cez zaprto polje,
® med ostalimi izberemo minimalni stro3ek.

Casovna zahtevnost:
N+ M -2
o(e (")

O(NM)

pomnilniska:

3. podnaloga: @ < 2000,; N - M < 2000

Za vsak scenarij posebej izvedemo dinami¢no programiranje.
Naj bo:
dp; ; = minimalna cena poti od (1, 1) do (¢, )

pri emer polje (z,y) presko¢imo.
Velja:

dle =ai

dp;; = a;; + min(dp;_1,;, dp; j—1)

¢e (i, j) ni zaprto.
Odgovor je dpy -
Casovna zahtevnost:

O(Q- NM)
pomnilniska:

O(NM)

4. podnaloga: Q < 10%

Najprej izracunamo dve matriki:

® A;;: minimalna cena poti od (1,1) do (3, ),
® B : minimalna cena poti od (4, j) do (N, M).

Velja:
A1l = ain, Aij = aij + min(A4i-14, Aij-1)
Bn,u = an,um, Bij = ai,j + min(Bit1,5, Bij+1)
Ce pot gre skozi (4, j), je njen strogek:
Aij+ Bij — aij
Opazimo, da vsaka pot od (1,1) do (N, M) na vsaki diagonali ¢ + j = konst obi3¢e natanko eno polje.
Za zaprto polje (z,y) velia d = z + y. Reditev je:

ri=d (A F Bia — ai)

Ker ima vsaka diagonala najve¢ min(N, M) polj:

Casovna zahtevnost:



O(NM + Q - min(N, M))
pomnilniska:

O(NM)
Celotna reSitev (5. podnaloga)

Vse naredimo enako kot prej, le da poizvedbe pospesimo na O(1).
Definiramo:
Cij=Ai;+Bij—ai;
Za vsako diagonalo ¢ 4 j = d shranimo vrednosti C; j v zaporedje in nad njim izracunamo:

® prefiksne minimume,
e sufiksne minimume.

Za zaprto polje (z,y):

® pogledamo minimum v prefiksu pred tem poljem,
® pogledamo minimum v sufiksu za tem poljem,
® odgovor je minimum izmed obeh.

Tako izlo€imo to¢no eno polje v konstantnem casu.
Zakaj to deluje?

Vsako pot lahko razdelimo na dva dela:

® od (1,1) do neke tocke na diagonalii + j = d,
e od te tocke do (N, M).

Ker mora vsaka pot to diagonalo preckati natanko enkrat, je dovolj, da izberemo najboljSe moZno polje na njej, razen tistega, ki

je zaprto.

Koncna zahtevnost

® izra¢un matrik A in B: O(NM),
® izgradnja prefiksnih in sufiksnih minimumov: O(NM),
® vsak scenarij: O(1).

Skupaj:
O(NM + Q)
Pomnilniska zahtevnost:

O(NM)



Pari s podano vsoto

Podani so:

® celo Stevilo S,
® celo Stevilo N,
® poljeai,ay,...,an.

Pre3teti moramo Stevilo parov indeksov (i, 7), za katere velja:

e 1<i<j<N,
® ag+a;=38S.

ReSitve po podnalogah
1. podnaloga: 1 < N < 2000

Uporabimo brute force.

Pregledamo vse pare (i, j), kjer velja i < 7, in preverimo, ali je:

ai+a;j=8
Ce je pogoj izpolnjen, pove¢amo odgovor za 1.
Casovna zahtevnost:
O(N?)
PomnilniSka zahtevnost:
o)

2.podnaloga: 1 < N <£200000 in 0<a; < 10°
Ker so vse vrednosti majhne in nenegativne, lahko uporabimo frekvenc¢no tabelo.
Naj bo:
ent[z] = Stevilo pojavitev Stevila z

Najprej preberemo vse elemente in napolnimo tabelo cnt.
Nato za vsak z pogledamo, koliko elementov y = S —  obstaja.
Obravnavamo dva primera:

1. xz#y
Prispevek k rezultatu je:

ent[z] - ently]
Tl.z=y

Takrat Stejemo pare znotraj iste vrednosti:

(cng[m])  cntla] - (czms[a,-} ~1)

Da ne Stejemo parov dvakrat, upoStevamo le tiste z, za katere velja:

<y



Casovna zahtevnost:

kjer je A = 10° najve¢ja mozna vrednost elementa.

Pomnilniska zahtevnost:

3. podnaloga: 1 < N < 200000, polje je urejeno

Uporabimo metodo dveh kazalcev.

Naj bo:
o [ =1,
e r=N.

Dokler veljal < r:

e Cejea;+a, < S, poveCamol,
e Cejea;+ a, > S, zmanjSamor,
® lejea; + a, =S, imamo veljaven par.

Takrat moramo paziti na ponovitve.

Naj bo:
* T =aq,
[ ) y = Qp.
Cejex # y:

O(N + A)

® prestejemo, kolikokrat se & pojavi zaporedno od leve,
® prestejemo, kolikokrat se y pojavi zaporedno od desne,

® Kkrezultatu priStejemo:

Cejex =1y

® vemo, da so vsi elementi med [ in r enaki,
® Stevilo parov je:

in algoritem lahko kon¢amo.

Casovna zahtevnost:

Pomnilniska zahtevnost:

Celotna reSitev (4. podnaloga)

Uporabimo slovar oziroma zgoSceno tabelo.

Iteriramo po polju od leve proti desni. Naj bo:

cnt, - enty,

)

ent[z] = kolikokrat se je Stevilo z Ze pojavilo.



Za trenutni element a; potrebujemo Stevilo:

S —a;
Vsak prejSnji pojav tega Stevila tvori veljaven par z a;.
Zato:
® Kk rezultatu priStejemo:
ent[S — a;)

® nato povecamo:
entla;] « entla;] +1
S tem zagotovimo, da vedno Stejemo le pare zi < j.
Zakaj to deluje?
Ko obdelujemo element a;, so v slovarju zapisani vsi elementi:
A1,02y...,0i-1
Vsak od njih, ki je enak S — a;, skupaj z a; tvori par s pravilno vsoto.

Ker vsak par Stejemo natanko takrat, ko obdelamo vedji indeks, se noben par ne preSteje dvakrat in noben ne ostane
neupostevan.

Koncna zahtevnost

Casovna zahtevnost:

Pomnilniska zahtevnost:



ZacCarane sobane

Imamo graf z N sobanami in M prehodi. Vsak prehod imatipt € 0, 1:

® t = 0: prost prehod (uporaben, ko je stikalo izklopljeno),
® ¢ = 1:trdno zaprt prehod (uporaben, ko je stikalo vklopljeno).

Zvitorepec zacne v sobani u, stikalo je na zacetku izklopljeno (stanje 0). V sobani lahko stikalo poljubno velikokrat preklopi; vsak

preklop stane 1. Zelimo najmanjse 3tevilo preklopov, da pride v sobano v (konéno stanije je poljubno).
Ce to ni mogote, izpisemo —1.

ReSitve po podnalogah

1. podnaloga: M = N — 1, iz vsake sobane vodita najvec 2 prehoda

Ker je M = N — 1in je stopnja vsakega vozliS¢a najvec 2, je graf drevo in hkrati “veriga” (ena sama pot).

V drevesu je pot med u in v enoli¢na. Naj bo zaporedje tipov prehodov na tej poti:

ti,ta,. .., t
Za¢nemo v stanju:
s=0
Ko Zelimo preckati prehod tipa ¢;:
e Cet; = s, gremo naprej brez preklopa,
e (let; # s, moramo preklopiti stikalo:
odgovor < odgovor + 1, s t;.
Ker je pot enoli¢na, je to optimalno.
Casovna zahtevnost:
O(N)
PomnilniSka zahtevnost:
O(N)
2. podnaloga: vsi prehodi so tipa 1
Ce jeu = v, je odgovor:
0

Sicer je premikanje mozno le v stanju 1, zato moramo stikalo vsaj enkrat preklopiti (pred prvim prehodom). Torej:

e (e stawuinv povezana v grafu, je odgovor 1,
® sicer —1.

Casovna zahtevnost (npr. BFS/DFS):
O(N + M)
Pomnilniska zahtevnost:

O(N) (BFS) oziroma O(N + M) (DFS)

3. podnaloga: M = N — 1 in graf je povezan (drevo)



Ker je graf drevo, je pot med u in v enoli¢na. Resitev je enaka kot pri 1. podnalogi:

® najdemo enoli¢no potu — v,
® gremo po njej in Stejemo, kolikokrat se tip naslednjega prehoda razlikuje od trenutnega stanja.

Casovna zahtevnost:

Pomnilniska zahtevnost:

4. podnaloga: N, M < 5000

Uporabimo sploSno reSitev z razSirjenim grafom (opisano spodaj). Ker so omejitve majhne, za to podnalogo delujejo tudi manj
ucinkoviti algoritmi (npr. kvadratni Dijkstra algoritem), vendar imamo uteZi 0/1, zato je naravna izbira 0-1 BFS (resitev za 100
tock).

Casovna zahtevnost:
O(N + M)
Pomnilniska zahtevnost:

O(N + M)
Celotna reSitev (5. podnaloga)
Klju€na ideja: stanje stikala je del stanja poti.

Zato naredimo razsirjen graf z 2N vozlis¢i:

e vozlis€e (i,0) pomeni: smo v sobani % in stikalo je izklopljeno,
® vozlise (i,1) pomeni: smo v sobani i in stikalo je vklopljeno.

Dodamo dve vrsti povezav:

1. Premiki po prehodih (strosek 0)
Za vsak prehod (a, b, t):

® iz(a,t) lahko gremo v (b, t) s stroskom 0,

® iz (b,t) lahko gremo v (a,t) s stroskom 0.

® Preklop stikala v sobani (stroSek 1)
Za vsako sobano i:

® (3,0) <> (4,1) s stroskom 1.
Zacetno vozlisce je:

(u,0).
Cilj je doseti:
(v,0) ali (v,1)

ker je kon¢no stanje poljubno.
Ker so utezi samo 0 ali 1, najkrajSo pot izracunamo z 0-1 BFS.

Naj bo dist[i][s] najmanj3e 3tevilo preklopov do stanja (%, s). Algoritem uporablja deque:



® prehod s stroSkom 0 potisnemo na zacetek,
® prehod s stroSkom 1 potisnemo na konec.

Odgovor je:
min(dist[v][0], dist[v][1]),

Ce je dosegljivo, sicer —1.
Zakaj to deluje?

Vsaka pot v originalnem problemu je zaporedje dveh vrst korakov:

e preckanje prehoda tipa t (dovoljeno samo, Ce je stanje stikala t),
® preklop stikala (spremeni stanje in stane 1).

V razSirjenem grafu:

® prehod tipa ¢ je premik med (a, t) in (b,t) s stroskom 0,
e preklop je premik med (2,0) in (%, 1) s stroskom 1.

Zato vsaka veljavna pot v originalnem grafu ustreza poti v razSirjenem grafu z enakim Stevilom preklopov in obratno. Iskanje
najmanj3ega Stevila preklopov je torej natanko problem najkrajse poti v grafu z utezmi 0/1, kar pravilno resi 0-1 BFS.

Veljavne so tudi implementacije, ki z DFS prehode tipa 0 in 1 sestavi v povezane skupine in nato z BFS is¢emo najkrajso pot.

Konc¢na zahtevnost

Raz3irjeni graf ima:

® 2N vozlise,
® priblizno 2M povezav za prehode (v obeh smereh),
® 2N povezav za preklop.

0-1 BFS tece v Casu:
O(N + M)
Pomnilniska zahtevnost:

O(N + M)



